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Seja TS = (S, —,s0). Uma relagdo R C S x S é uma bissimulacdo se sempre que
(s,t) e R (ousRt)eacAct:

= se s 5 s’ entdo existe t' tal que t %> t' e (s/,t) € R

= se t 5 t' entdo existe s’ tal que s = s e (s/,t') € R.
Dois estados s e t sdo bissimilares s ~ t, se existe uma bissimulacdo R tal que
(s,t) € R.

Isto é

r— U R

R é bissimulacéo

A relacdo ~ chama-se bissimilaridade
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= relacdo de equivaléncia
= relacdo de congruéncia
= mesmo conjunto de tracos

= seja sensivel a deadlocks

P+Q

P|Q

P+0

P|0
(P+Q)+R
(PIQ)IR
a.(P+ Q)

José Proenca(slides mainly from Nelma Moreira)

Q+P

QIP

P

P
P+(Q+R)
PI(QIR)
a.P+a.Q
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Dado TS = (S, —, sp), como o maior ponto fixo de uma fun¢do (FR) mondtona
definida num reticulado completo (2°%°, C)), i.e., FR(B) = B. Sem prova: sendo
RCSxS

FR(R)={(s,t) |s > s = 't St/ A(J,t')ER
AMSY = 3's B A, ) e R}

FR(S x S) D FR*(Sx S)D ---

ou ver algoritmo em Pseuco Book
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Buffer := put?.get!.Buffer
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Buffer := put?.get!.Buffer
Buffer0 := put?.Bufferl
Bufferl := put?.Buffer2 + get!.Buffer(
Buffer2 .= get?.Bufferl

Seréd que BufferQ ~ (Buffer|Buffer)?
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Buffer = put?.get!.Buffer

Buffer0 := put?.Bufferl
Bufferl := put?.Buffer2 + get!.Buffer(
Buffer2 := get?.Bufferl

Seréd que BufferQ ~ (Buffer|Buffer)?

get?
get
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Buffer := put?.get!.Buffer
BufferL := put?.pass!.Bufferl
BufferR := pass?.get!.BufferR

Seréd que (Bufferl|BufferR)\{pass!, pass?} ~
(Buffer|Bufter)?
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Buffer := put?.get!.Buffer

BufferL := put?.pass!.Bufferl
BufferR := pass?.get!.BufferR

Seréd que (Bufferl|BufferR)\{pass!, pass?} ~
(Buffer|Buftfer)?

get?
get
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Ignora transicGes por 7.
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Seja TS = (S,—,s0). Uma relagdo R € S x S é uma bissimulacdo fraca se (s, t) € R
(ou s R t) implica para todo « € Act:

= se s 5 s entdo existe t' tal que t = t' e (s',t') € R

= set %t/ entdo existe s’ tal que s = s’ e (s/,t) € R.
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Seja TS = (S,—,50). Uma relacdo R € S x S é uma bissimulacZo fraca se (s, t) € R
(ou s R t) implica para todo a € Act:

= ses s’ entdo existe t' tal que t = t' e (s/,t') € R

= set >t/ entdo existe s’ tal que s = s’ e (s/,t') € R.
Transicoes fracas

n

" s > s'ssedn>0:5 s

» s 2 /sseds’ " eS:s > LMD S
Nota que

[ —>g =

= na definicdo de b.f. podemos usar sempre = .
= s = sparatodoos
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Seja TS = (S,—,50). Uma relagdo R € S x S é uma bissimulacdo fraca se (s, t) € R
(ou s R t) implica para todo « € Act:

= se s 5 s entdo existe t' tal que t = t' e (s',t') € R

» set %t/ entdo existe s’ tal que s = s’ e (s/,t) € R.

Bissimilaridade fraca
Dois estados s e t sdo fracamente bissimilares, e escreve-se s & t, se existe uma

bissimulacdo fraca R que contém (s, t), i.e., (s,t) € R.
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Mostrar que
= 370~ a0~ 71.a0

= 7.(a.0+7.a.0)~ a0
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Mostrar que

a.7.0~al~r.a
= 3.7.0~ a0~ rT.a0 0 0 0

= 7.(a.0+7.3.0) =~ a.0 T T
« )T T
T o «a T o
T x
T
T T

A laranja a relacdo = e a amarelo a
bissimulacdo R.

 José Proenca(slides mainly from Nelma Moreira) - e



Mostrar que

= a0~ a0~ T.a0 7.(a.0+ 7.2.0) = a.0

= 7.(a.0+7.a.0)~ a.0

~ José Proenca(slides mainly from Nelma Moreira) 7/30



Buffer = put?.get?.Buffer t?
BufferlL := put?.pass!.Bufferl
BufferR := pass?.get?.BufferR got
put?

(BuftferL|BufferR)\{pass!, pass?} ~ (Buffer|Buffer)

get
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(a!.bl.0) % (a!.b!1.0 4 7.0)
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(al.b1.0) # (al.b).0 + 7.0)

—» — [ (al.b!.0 + 7.0)
a al
m T
bl

b!
©

alblo+7.050
- al.bl.0 = al.pl.0
al.bl.o 2L blo

: n3o pode jogar com a! porque 0 n3o tem transicdo fraca com al.

S >0 >
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Temos que

R é bissimulagdo fraca

Teorema
A relacdo ~ é de equivaléncia.
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Temos que

o= U R

R é bissimulacdo fraca

Notar que se R é uma bissimulacdo fraca R~ também é.
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Temos que

R é bissimulac3o fraca

Teorema
A relacdo ~ é maior bissimulacdo fraca .

Mostrar que ~ é uma bissimulacdo fraca.
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Temos que

R é bissimulacdo fraca

Teorema
A relacdo ~ é maior bissimulacdo fraca .

Teorema

A bissimilaridade fraca é estritamente mais grosseira que a bissimilaridade forte, i.e

~Cr .
S
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Temos que

R é bissimulac3o fraca

Teorema
A bissimilaridade fraca é estritamente mais grosseira que a bissimilaridade forte, i.e

~Cr .
-
Cada bissimulacdo forte é uma bissimulacio fraca. E vimos exemplos de processos que

ndo bissimilares fortes mas que sdo bissimilares fracos. A bissimilaridade fraca também
é chamada de equivaléncia observavel.
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Seja Spec := pub!.Spec e

CM := coin?.coffee!.CM
CS := pub!.coin!.coffee?.CS
Uni = (CM|CS)\{coin, coffee}
@)
pub!
((CM|coin!.coffee?.CS)\H)
U7
aub!
((coffee!.CM|coffee?.CS)\H )
VT pub!

(CM|CS)\H

NS
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N pub!@ T @ T

Jogo onde o defesa ganha. Configurac3o inicial (Uni, Spec)

Spec L Spec

L Uni 2" 3 (3, Spec)
3 pub! 1

. Spec pup! Spec (1, Spec)

152

: Spec = Spec (2, Spec)

253

. Spec = Spec (3, Spec) (ciclo detectado)

S>»>0>»02>» 0>
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Seja

CM := coin?.coffee!.CM
CMB = coin?.coffee!.CMB + coin?.CMB
CS := pub!.coin!.coffee?.CS
Uni = (CM|CS)\{coin, coffee}
UniBad = (CMB|CS)\{coin, cofee}
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- (GE)

pub!

[(CMB| coin!..coffee?. CS)\H]—T> [(CMB| coffee?. CS)\H]
I

[(coffee!.CMB|coffee?.CS)\H]

I

(CMB|CS)\H

pub!

Neste caso Uni ¢ UniBad, o que é bom porque UniBad entra em deadlock e Uni n3o.
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pub!

pub! pub! ‘T/\T
— @D 0@

_)pLIb!C T C T
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pub!

bl /\
RCONOSICC)

pub!

— (Uni pub!( : )—>T ( : )—>T

O atacante ganha. Configuracgdo inicial (Uni, UniBad)

= A: UniBad 2%, 1/

« D: Uni ®2' 3 (3,1)
- A1 Dy

« D353 (3,4)

. A 3P

= D: n3o pode jogar e perde
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pub!

b N\
*@T—T»@—T*@
(4)

pub!
— (Uni pub!( : )—>T ( : )—>T

O atacante ganha. Configuracgdo inicial (Uni, UniBad)

Mas neste caso temos que ver também o

= A: UniBad 2%, 1/

qual a estratégia do atacante quando o

= D: Uni pUb 3 (3,1) defesa na primeira jogada considera outras
. A1 Do alternativas (1 ou 2). Mostra que neste

- casos o atacante também consegue ganhar.
= D:3 =3 (3,4)

bl
» A3

= D: n3o pode jogar e perde
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Para todo P,Q e CCSse P~ Qe a € Act, Re CCS e HC Com,

a.P =~ a.Q
PIR QIR
R|IP =~ R|Q
P\H = Q\H

Q
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Paratodo P,Qe CCSse P~ Qe «a € Act, R CCS e HC Com,
a.P =~ a.Q
PIR =~ Q|R
RIP =~ R|Q
P\H ~ Q\H

mas nao implica que

P+R
R+ P

Q

Q+R
R+ Q

Q
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Para todo P,Q € CCSse P~ Qe «a € Act, R CCS e HC Com,

a.P ~ a.Q
PIR =~ Q|R
RIP ~ R|Q
P\H ~ Q\H

mas ndo implica que

Q

P+ R Q+R
R+P ~ R+Q

Contraexemplo: P = 71.al.0, Q =al.0 e R = b!.0.
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Contraexemplo: P = 71.al.0, @ = al.0 e R = b!.0.

» Mostrar que P ~ @ considerando a relacio R = {(P, Q), (P, Q), (P", Q')} onde
P'=al.0e P" = Q =0 (mas em sistemas diferentes).
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Contraexemplo: P = 7.al.0, Q = al.0 e R = b!.0.

= Mostrar que P ~ Q considerando a relagio R = {(P, Q), (P, Q),(P”, Q")} onde
P'=al.0e P" = Q =0 (mas em sistemas diferentes).

—(7.al.0

()—>
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Contraexemplo: P =r1.al.0, Q = al.0 e R = b!.0.

» Mostrar que P+ R % Q + R.

SNEIETD
T
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Contraexemplo: P =71.al.0, @ = al.0 e R = b!.0.

= Mostrar que P+ R % Q + R.

—(7.al.0+ b!.0
T
a:
©

» A:7.3l.0+ 5105 a0
= D:all0+b.0 = al.0+ b0
= A alo+ b0 0

b!

= D: n3o pode jogar porque ndo ha nenhuma transicao fraca de a!.0 por b!
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Contraexemplo: P = 71.3l.0, @ = al.0 e R = b!.0.

» Mostrar que P+ R % Q+ R.

(o o
T
©

O problema esta nos processos ndo guardados!
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Congruéncia para a Escolha
Dois processos P, @ € CCS sdo congruentes para a escolha, e escreve-se P ~* Q sse
para todos os R € CCS

P+rR~Q+R
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Congruéncia para a Escolha
Dois processos P, Q@ € CCS sdo congruentes para a escolha, e escreve-se P ~T @ sse
para todos os R € CCS

P+R~Q+R

Pode-se provar que

» ~TCx (tomando R = 0)

» ~T é uma congruéncia e é a mais grosseira contida em ~
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Congruéncia para a Escolha
Dois processos P, @ € CCS s3o congruentes para a escolha, e escreve-se P =™ @ sse
para todos os R € CCS

P+rR~Q+R

Pode-se provar que

» ~TCa (tomando R = 0)

= ~T é uma congruéncia e é a mais grosseira contida em =~

Embora seja esta a nocdo de igualdade de processos que se pretende, ndo é facil de
usar por causa de para todos os R € CCS. Vamos ver uma definicdo que é equivalente

mas mais perto das outras definicdes de bissimulac3o.
 José Proenca(slides mainly from Nelma Moreira) 17/ 30



Congruéncia Observavel
Dois processos P, Q € CCS sdo congruentes para a observacdo, e escreve-se P ~ @

sse para todos o € Act verifica-se que:
ReP ~Q.

-
=
S PeP Q.

Iz Je

= se P P’ entdo existe Q' tal que Q =

» se Q5 Q entdo existe P’ tal que P =

18 / 30



e

Congruéncia Observavel
Dois processos P, Q € CCS sdo congruentes para a observacdo, e escreve-se P ~ @

sse para todos o € Act verifica-se que:
ReP~Q.

= se P %5 P entdo existe Q tal que Q = =
Z PeP~Q.

e e

= se Q5 Q entdo existe P’ tal que P =

A diferenca entre ~ e ~ estd que os passos internos iniciais ndo podem ser simulados

por ndo haver movimento (lacete de 7).

18 / 30



Congruéncia Observavel
Dois processos P, Q € CCS sdo congruentes para a observacdo, e escreve-se P ~ @

sse para todos v € Act verifica-se que:

Ql e PI Ql
PeP Q.

e e

= se P % P’ entdo existe @ tal que @ = =S
= se Q% Q entdo existe P’ tal que P =

e ~ estd que os passos internos iniciais nao podem ser simulados

A diferenca entre =~
por ndo haver movimento (lacete de 7).

Teorema
Para todos os P, @ € CCS P ~ Q sse P ~™ Q.
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» 7.2.0% a.0
= P|I7.Q #7.(P|Q)
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= Dois processos P, Q € CCS tem o mesmo comportamento sempre que P ~ Q.
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= Dois processos P, Q € CCS tem o mesmo comportamento sempre que P ~ Q.

= E chamada a igualdade de comportamento
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= Dois processos P, Q € CCS tem o mesmo comportamento sempre que P ~ Q.

= E chamada a igualdade de comportamento

= as propriedades pretendidas:

~ José Proenca(slides mainly from Nelma Moreira) 20 /30



= Dois processos P, Q € CCS tem o mesmo comportamento sempre que P ~ Q.

= E chamada a igualdade de comportamento
= as propriedades pretendidas:

= relacdo de equivaléncia

~ José Proenca(slides mainly from Nelma Moreira) 20 /30



= Dois processos P, Q € CCS tem o mesmo comportamento sempre que P ~ Q.

= E chamada a igualdade de comportamento
= as propriedades pretendidas:

= relacdo de equivaléncia
= relacdo de congruéncia

~ José Proenca(slides mainly from Nelma Moreira) 20 /30



e

= Dois processos P, Q € CCS tem o mesmo comportamento sempre que P ~ Q.

= E chamada a igualdade de comportamento
= as propriedades pretendidas:

= relacdo de equivaléncia

= relacdo de congruéncia

= ter o mesmo conjunto de tracos fracos

~ José Proenca(slides mainly from Nelma Moreira) 20 /30



e

= Dois processos P, Q € CCS tem o mesmo comportamento sempre que P ~ Q.

= E chamada a igualdade de comportamento

= as propriedades pretendidas:
= relacdo de equivaléncia
= relacdo de congruéncia
= ter o mesmo conjunto de tracos fracos
= seja sensivel a deadlocks

~ José Proenca(slides mainly from Nelma Moreira) 20 /30



e

= Dois processos P, Q € CCS tem o mesmo comportamento sempre que P ~ Q.
= E chamada a igualdade de comportamento

= as propriedades pretendidas:

= relacdo de equivaléncia

= relacdo de congruéncia

= ter o mesmo conjunto de tracos fracos
= seja sensivel a deadlocks

] Ngﬁg%

~ José Proenca(slides mainly from Nelma Moreira) 20 /30



e

= Dois processos P, Q € CCS tem o mesmo comportamento sempre que P ~ Q.

= E chamada a igualdade de comportamento
= as propriedades pretendidas:

= relacdo de equivaléncia

= relacdo de congruéncia

= ter o mesmo conjunto de tracos fracos
= seja sensivel a deadlocks

] Ngﬁg%

= em vez de ~ usa-se =.

~ José Proenca(slides mainly from Nelma Moreira) 20 /30



Para além das satisfeitas por ~ temos

aTt.P = a.P
P+7.P = 1P
a(P+1.Q) = a(P+7.Q)+a.Q

Nota: as regras algébricas permitem provar a igualdade de processos pela aplicacdo das
regras (em especial em CCSp) ou considera-las axiomas num sistema de deduc3o.
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= Para cada LTS podemos considerar o representante minimal o menor LTS cujo
comportamento é igual ao LTS dado.
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= Para cada LTS podemos considerar o representante minimal o menor LTS cujo
comportamento é igual ao LTS dado.

= O representante minimal é Ginico a menos de isomorfismo se for finito por estados
(regular).
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= Para cada LTS podemos considerar o representante minimal o menor LTS cujo
comportamento é igual ao LTS dado.

= O representante minimal é Ginico a menos de isomorfismo se for finito por estados
(regular).
= E obtido pelo quociente induzido pela relacdo de equivaléncia (~).
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Para cada LTS podemos considerar o representante minimal o menor LTS cujo
comportamento é igual ao LTS dado.

= O representante minimal é Ginico a menos de isomorfismo se for finito por estados

(regular).

E obtido pelo quociente induzido pela relacio de equivaléncia (~).

= Cada classe de equivaléncia é um estado

 José Proenca(slides mainly from Nelma Moreira) 22130



Dado um processo P do CCS estados-finito:

Construir o LTS atingivel de P.
Calcular a relacao ~
Considerar cada classe de equivaléncia um estado: S = {[s]~ | s € Reach(P)}

Adicionar transicGes entre duas classes sempre que uma transicdo exista entre os

elementos da respectiva classe.

Podemos apagar as transicGes que seriam adicionadas por = e n3o estavam em

—,

Adicionar um lacete com 7 se P tem uma 7-transicdo para a sua classe [P]~.

 José Proenca(slides mainly from Nelma Moreira) -



Buffer
Bufferl
BufferR

put?.get?.Buffer
put?.pass!.BufferL
pass?.get?.BufferR

Seré que (BufferL|BufferR)\{pass!, pass?} ~ (Buffer|Buffer)?

get?

t?

get
put?
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Serd que (BufferL|BufferR)\{pass!, pass?} ~ (Buffer|Buffer)?

put
t?

get
put?

Sim e o LTS minimo equivalente é

~ José Proenca(slides mainly from Nelma Moreira) 24 /30



Expressividade do CCS
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Processo P;

= Pj, P, processos '
o ) while true do
= variaveis partilhadas by, by e k, sendo . )
noncricital actions

= se k = i entdo P; pode entrar

b; « true;
» P; faz k =2 (da o privilégio a P) k — j;
= e simétricamente para P, while b; A k = j do
= b; = true quando P; espera skip;

= b; = false quando P; sai da zona critical actions

- o :
critica. b; < false;

~ José Proenca(slides mainly from Nelma Moreira) 26 / 30



Bir

Bar
Bat
K1
K2
Py
P11
P2
P>
P2
P

Se k =1 no inicio

blrfl.Bir + blwf?.Byis + blwt?.Bye
blrt!.Bye + blwf?.Bif + blwt?.By;
b2rf!.Byr + b2wf?.Bor + b2wt?. By
b2rt!.Bye + b2wf?.Byr + b2wt?. By
kr1l.Ky + kwl?.Ky + kw2?.K>

kr2l. Ko + kwl?.Ky + kw2?.K>
blwt!.kw2!.Pyq

b2rf?.Pyp + b2rt?.(kr2?.Pyy + kr1?.Pip)
enterl.exitl.blwf!.Py

b2wt!.kwll.Py

b1rf?.Py + blrt?.(kr1?.Pyy + kr2?.Po)
enter2.exit2.b2wf!. P

Peterson := (P1|P|Bif|Bar|K1)\L

onde L s3o todas as agGes excepto as de entrada e saida.

Ficheiro no Pseco.com:

https://pseuco.com/#/edit/remote/tkxz8fpult8ke56bjouo
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Se se modelar a entrada e a saida da zona critica fica

MutexSpec = enterl.exitl.MutexSpec + enter2.exit2. MutexSpec

Serd que MutexSpec ~ Peterson?
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Se se modelar a entrada e a saida da zona critica fica

MutexSpec = enterl.exitl.MutexSpec + enter?.exit2.MutexSpec

Serd que MutexSpec ~ Peterson?

N3o. Verifica que depois de
Peterson = (P12|P21|Blt|32t|K1)\/_

o estado atingido ndo tem transicdo por enters.
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Se se modelar a entrada e a saida da zona critica fica

MutexSpec = enterl.exitl. MutexSpec + enter2.exit2. MutexSpec

Serad que MutexSpec ~ Peterson?

Contudo pode-se provar que sdo equivalentes por tracos fracos.
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Exercicio
Seja P := acc?.dell.P que corresponde a um canal em que se envia e recebe

mensagens. Seja a seguinte implementacdo

;= acc?.send!.W

;= ack?.S + error?.send!.W

; trans?.dell.ack!.R

;= send?.(t.E+trans!.M)

= errorl.M

= (S|M|R)\{send,error,trans,ack }

\mi:ogkn
[

. Desenha os diagramas dos processos [P] e [/].

N =

. Indica, justificando, se | ~ P

w

. Indica, justificando, se | = P.

o
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Exercicio

Codifica em CCS o seguinte protocolo Sem P:: while true do

para a exclusdo mitua de dois processos Py e while y = 0 do

P> usando um semaforo y. O cédigo genérico skip;

para um processo P;, comi=1,2 é: y « 0; criti; y « 1;

1. Define processos Y1 e Yy que correspondem aos valores 1 e 0 da varidvel y
(global). Considera acbes de leitura e de escrita (as agées podem ser de entrada
(?) ou de saida (!)).

2. Define os processos P; para i = 1,2, que apenas devem diferir no valor da acdo
critica: crit; e crity respectivamente.

3. Define a execucdo paralela de P1, P, e do processo que corresponde ao valor
inicial 1 para y, e considerando observiveis apenas as accées crity e critp (todas

as outras devem ser restritas).

4. Verifica se o protocolo resultante é fracamente bissimilar com MutexSpec.
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