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https://en.wikipedia.org/wiki/Robin_Milner

1970s Edinburgh LCF (Logic of Computable Functions) um dos primeiros
demonstradores interactivos de teoremas

1970s ML (Metalanguage): linguagem de programacdo funcional tipificada
(antecessor do OCAML) com inferéncia de tipos polimérficos (sistema de
tipos Hindley-Damas-Milner)

1980s Sistemas concorrentes CCS, m-calculus
1991 Prémio ACM Turing

2000s Bigrafos para computacdo ubiqua
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= 0 processo mais simples é o que ndo executa nenhuma acdo (deadlock): 0

 José Proenca (slides mainly from Nelma Moreira) .



e

= 0 processo mais simples é o que n&o executa nenhuma acdo (deadlock): 0

= Se P é um processo e 2 uma acdo, 2. é um processo que executa a2 e depois
comporta-se como F:

—@P——0®)
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= 0 processo mais simples é o que no executa nenhuma acdo (deadlock): 0

= Se P é um processo e 2 uma acdo, 2. é um processo que executa a2 e depois
comporta-se como F:

strike  —~ light mextinguish
» Um fésforo: strike.light.extinguish.0 _’O U/ / Q
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= 0 processo mais simples é o que n3o executa nenhuma acdo (deadlock): 0

= Se P é um processo e 2 uma ac3o, a.” é um processo que executa a2 e depois
comporta-se como F:

= Um fésforo: strike.light.extinguish.0

coin —~ coffee
= Uma maquina de vender café: coin.coffee.0 _’O Y O
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0 processo mais simples é o que n3o executa nenhuma acg3o (deadlock): 0

Se P é um processo e a uma acdo, a./” é um processo que executa a e depois
comporta-se como F:

Um fésforo: strike.light.extinguish.0
Uma maquina de vender café: coin.coffee.0

Acdes internas: T
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= 0 processo mais simples é o que n3o executa nenhuma acdo (deadlock): 0

= Se P é um processo e 2 uma ac3o, a.” é um processo que executa a2 e depois
comporta-se como F:

= Um fésforo: strike.light.extinguish.0
= Uma maquina de vender café: coin.coffee.0

= AcGes internas: T

strike ~ T
= Um fésforo que ndo acende: strike.7.0 _’O \_/ Q
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= 0 processo mais simples é o que ndo executa nenhuma acdo (deadlock): 0

= Se P é um processo e a2 uma acdo, a.” é um processo que executa a e depois
comporta-se como F:

= Um fésforo: strike.light.extinguish.0
= Uma maquina de vender café: coin.coffee.0
= AcoOes internas: T

= Um fésforo que ndo acende: strike.T.0

light
strike T
-O0——0__0O
= Se houver uma escolha: strike.(light.0 + 7.0) T
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= 0 processo mais simples é o que no executa nenhuma acdo (deadlock): 0

= Se P é um processo e 2 uma acdo, 2. é um processo que executa a2 e depois
comporta-se como F:

= Um fésforo: strike.light.extinguish.0

= Uma maquina de vender café: coin.coffee.0

= AcGes internas: T

= Um fésforo que ndo acende: strike.T.0

= Se houver uma escolha: strike.(light.0 + 7.0)

light

. O strike O Q

7 /
light T

= Dois fésforos em paralelo: strike.(light.0|7.0) O
~ José Proenca (slides mainly from Nelma Moreira) 4/ 34



e

. " Prefixo a execucdo de o.P comeca com a execucdo da acdo a € Act e depois
comporta-se como P.

+ " Escolha O processo P + @ comporta-se como o processo P ou o processo Q.
E a escolha n3o deterministica.
"| " Composicao Paralela O processo P|Q representa a execuc¢do concorrente de P
e Q (que progridem independentemente um do outro).
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Seja Act um conjunto de acdes. O conjunto de expressdes do CCSy sido dadas pela
seguinte gramatica

P = 0|P+P|a.P
onde supomos as seguintes regras de prioridades

» P+Q+RéE(P+Q)+R
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Seja Act um conjunto de acdes. O conjunto de expressdes do CCSy sido dadas pela
seguinte gramatica

P = 0|P+P|a.P
onde supomos as seguintes regras de prioridades

» P+Q+RéE(P+Q)+R
= a.f.Péa.(B.P)
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Seja Act um conjunto de acdes. O conjunto de expressdes do CCSy sido dadas pela
seguinte gramatica

P = 0|P+P|a.P
onde supomos as seguintes regras de prioridades

» P+Q+RéE(P+Q)+R
= a.B.Péa(B.P)
» a.P+Qé(a.P)+Q
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Seja Act um conjunto de acdes. O conjunto de expressdes do CCSy sido dadas pela

seguinte gramatica
P = 0|P+P|a.P
onde supomos as seguintes regras de prioridades

» P+Q+RéE(P+Q)+R
= a.B.Péa(B.P)
» a.P+Qé(a.P)+Q

= e por vezes omitimos o 0: «.3 em vez de «.(3.0

 José Proenca (slides mainly from Nelma Moreira) .



Seja Act um conjunto de acdes. O conjunto de expressdes do CCSy sido dadas pela
seguinte gramatica

P = 0|P+P|a.P
onde supomos as seguintes regras de prioridades

» P+Q+RéE(P+Q)+R

= a.f.Péa.(B.P)

» a.P+Qé(a.P)+Q

= e por vezes omitimos o 0: «.3 em vez de «.(3.0

= Ex: strike.(light.0 + 7.0) € CCSy

~ José Proenca (slides mainly from Nelma Moreira) 6/ 34



Exemplo

Quais dos seguintes termos sdo expressées validas do CCSy:
0

a.b.0

(a.b).0

(a.(b.0))

a.b

0.a.b
a.(b.0)+0
0+0

a.(a.0 + b.c.0)
(a.0 + b.c.0).a.0

O OO S - o DR

=
=

José Proenca (slides mainly from Nelma Moreira)
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https://book.pseuco.com/# Capitulo CCSp.
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https://book.pseuco.com/#

A semantica duma expressdo P é um LTS [P] = (S, —, sp). onde:

» S={Q| Q€ CCS}, i.e., as expressdes validas do CCSy
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A semantica duma expressdo P é um LTS [P] = (S, —, sp). onde:

» S={Q| Q€ CCS}, i.e., as expressdes validas do CCSy

ISOZP
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A semantica duma expressdo P é um LTS [P] = (S, —, sp). onde:

» S={Q| Q€ CCS}, i.e., as expressdes validas do CCSy
= 50 = P
» —C (CCSy x Act x CCS)
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A semantica duma expressdo P é um LTS [P] = (S, —, sp). onde:

» S={Q| Q€ CCS}, i.e., as expressdes validas do CCSy
= 50 = P
» —C (CCSy x Act x CCS)
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A semantica duma expressdo P é um LTS [P] = (S, —, sp). onde:

» S={Q| Q€ CCS}, i.e., as expressdes validas do CCSy
= 50 = P

» —C (CCSy x Act x CCS)

Exemplo (Fragmento dum LTS para o processo extinguish.0)

Act = {strike, light, extinguish, T}

— ( extinguish.0

para [extinguish.0] light extinguish

https: //imf. di. uminho. pt/ light.extinguish.0 (0)

ccs—caos/ ?light.

extinguish. O
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https://lmf.di.uminho.pt/ccs-caos/?light.extinguish.0
https://lmf.di.uminho.pt/ccs-caos/?light.extinguish.0

Exemplo (Fragmento do LTS acessivel para extinguish.0)
Act = {strike, light, extinguish, T} para [extinguish.0]. Mas, pretendemos apenas o
fragmento acessivel, i.e., Reach(extinguish.0):

— ( extinguish.0
extinguish

José Proenca (slides mainly from Nelma Moreira)

10

34



e

= Permitem definir um LTS cujos estados s3o expressdes e existe uma transicdo
P 2 @ se esta puder ser demonstrada a partir das regras.

~ José Proenca (slides mainly from Nelma Moreira) 11/ 34



= Permitem definir um LTS cujos estados s3o expressdes e existe uma transicdo
P 2 @ se esta puder ser demonstrada a partir das regras.

= Uma regra é da forma
Py---P,

P
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= Permitem definir um LTS cujos estados s3o expressdes e existe uma transicdo
P 2 @ se esta puder ser demonstrada a partir das regras.

= Uma regra é da forma
Py---P,

P
= Pq,...,P, s3o as Premissas ou Hipéteses
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e

= Permitem definir um LTS cujos estados s3o expressdes e existe uma transicdo
P 2 @ se esta puder ser demonstrada a partir das regras.

= Uma regra é da forma
Py---P,

P
= Pq,...,P, s3o as Premissas ou Hipéteses

= P é a Conclusio
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= Permitem definir um LTS cujos estados s3o expressdes e existe uma transicdo
P 2 @ se esta puder ser demonstrada a partir das regras.

= Uma regra é da forma

PP,
—5
= Pq,...,P, s3o as Premissas ou Hipéteses
= P é a Conclusao
= Significa: se Py,..., P, se verificarem entdo P também se verifica (pode ser

inferido), i.e., os P; implicam P.
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= Permitem definir um LTS cujos estados s3o expressdes e existe uma transicdo
P 2 @ se esta puder ser demonstrada a partir das regras.

= Uma regra é da forma

PP,
—5
= Pq,...,P, s3o as Premissas ou Hipéteses
= P é a Conclusao
= Significa: se Py,..., P, se verificarem entdo P também se verifica (pode ser

inferido), i.e., os P; implicam P.

= Sen=0ent3oa P éum Axioma

~ José Proenca (slides mainly from Nelma Moreira) 11/ 34



Regras do CCSg

Prefixo S
a.P— P

o /
EscolhaE %
P+Q—F
Q@

EscolhaD ———————
P+Q—=«
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[coin.coffee.0]

Regras: Prefixo = EscolhaE P;ap/ EscolhaD Q;QQI
a.P—P P+Q—P’ P+Q=q
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[coin.coffee.0]

. Prefixo
coin.coffee.0 <2 coffee.0

Regras: Prefixo - EscolhaE LQP' EscolhaD Q59

PP P+Q-=>P/ P+Q>qQ
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[coin.coffee.0]

- Prefixo
coin.coffee.0 =22 coffee.0
g Prefixo
coffee.0 —— 0
Regras: Prefixo = EscolhaE —£=F"_  EscolhaDb —2—=@_
a.P=p P+Q—=p’ P+Q=q

 José Proenca (slides mainly from Nelma Moreira) 13/ 3



[coin.coffee.0]

- Prefixo
coin.coffee.0 =22 coffee.0

g Prefixo
coffee.0 —— 0

i ff
— (coin.coffee. 0} ——©

Regras: Prefixo - EscolhaE P;f EscolhaD Q;QQI
a.Pp P+Q-=P! P+QqQ
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[coin.coffee.0]

= Prefixo
coin.coffee.0 <2 coffee.0

s Prefixo
coffee.0 —— 0

_’O coin O coffee O

Regras: Prefixo - EscolhaE P;ap/ EscolhaD ﬁﬂ(fl—
a.P—P P+Q—pP’ P+Q—=qQ’
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[(2.0+0) + b.(0+ 0)]

Regras: Prefixo - EscolhaE P;ap/ EscolhaD —Qia‘?’—
a.P—P P+Q—P’ P+Q—qQ’
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[(2.0+0) + b.(0 + 0)]

5— Prefixo
a.0 =

SRR EscolhaE
aJt o= EscolhaE

(3.0+0)+b.(04+0) >0

Regras: Prefixo - EscolhaE P;f' EscolhaD ﬁﬂj/—
a.P—P P+Q— P’ P+Q—Q’
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[(2.0+0) + b.(0 + 0)]

Prefixo
EscolhaE
EscolhaE

2030

a.0+03%0
(3.0+0)+b.(04+0) >0

b.(0+0) 2040
(2.0+0)+b5.(0+0) 2 0+0

EscolhaD

Regras: Prefixo - EscolhaE P;ap/ EscolhaD jﬂoﬁl—
a.P—P P+Q— P’ P+Q—qQ’
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[(2.0+0) + b.(0 + 0)]

Prefixo
EscolhaE
EscolhaE

2030

a0+030
(3.0+0)+b.(04+0) >0

b.(0+0) 2040
(2.0+0)+b5.(0+0) 2 0+0

EscolhaD

. ((a.O +0)+b(0+ 0))

oY
©
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A relacdo — é a menor tal que, para todo o € Act e P, Q € CCSy,

(a.P,a, P) e—>
(P+Q,a,P')e—) se (P,a,P") e—
(P+Q,0,Q) e—)se (Q,a,Q) e—

= pada mais estd em —

Regras:

Prefixo = EscolhaE —P—=F" Escolhab -2—=9
a.P5p P+QpP P+QqQ
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O conjunto de todos os LTSs sobre expressdes do CCSy é
LTSy = {(CCSy, T,P) | T C (CCSy x Act x CCSp), P € CCS}
A semantica das expressdes do CCSy é entdo
[]: CCSyp — LTSy

tal que
[P] = (CCSy, —, P)

com — definida anteriormente.

José Proenca (slides mainly from Nelma Moreira) 16 / 34



= Contudo apenas interessa um fragmento de [P]
= SO interessam estados atingiveis de P

= SO interessam as accdes dos estados atingiveis

= N3o interessam os nomes dos estados atingiveis

= Por exemplo .0+ 0 e 04 «.0 ndo tém o mesmo LTS (verifica) mas sdo isomorfos.

José Proenca (slides mainly from Nelma Moreira)
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Dois LTS TS = (S, —,sp) and TS' = (§', —', s{) sdo isomorfos, TS ~ TS', se
existe uma bijecdo f com

f : Reach(TS) — Reach(TS')

com

= f(s0) = 5p

= para todos os si, s, € Reach(TS) e para toda o € Act
s1 55 sse f(s1) = 'f(s)

= Dois LTSs isomorfos sdo indistinguiveis para um observador.

 José Proenca (slides mainly from Nelma Moreira) 18/ 34



= Como representar o seguinte LTS (maquina de café):
coin

T

O O

~_

coffee

~ José Proenca (slides mainly from Nelma Moreira) 19/ 34



= Como representar o seguinte LTS (maquina de café):

= Usando nomes para sub-expressdes e que podem ser usadas em expressoes.

~ José Proenca (slides mainly from Nelma Moreira) 19/ 34



= Como representar o seguinte LTS (maquina de café):
= Usando nomes para sub-expressoes e que podem ser usadas em expressoes.
» Em vez de strike.(light.0 + 7.0)

Match = strike.MatchOneZeroLight
MatchOneZeroLight := light.0 + 7.0
light
strike 7 T~
-O—0 O

T
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= Como representar o seguinte LTS (maquina de café):
= Usando nomes para sub-expressoes e que podem ser usadas em expressoes.
» Em vez de strike.(light.0 + 7.0)

Match = strike.MatchOneZeroLight
MatchOneZeroLight := light.0 + 7.0

= sendo que agora podemos representar repeticdo (iteracdo)

Match := strike.MatchOnFire
MatchOnFire := light.MatchOnFire + extinguish.0

trik extinguish
—> MatchOnFire @

light
~ José Proenca (slides mainly from Nelma Moreira) 19/ 34



= Como representar o seguinte LTS (maquina de café):
= Usando nomes para sub-expressdes e que podem ser usadas em expressoes.

= Em vez de strike.(light.0 4 7.0)

Match := strike.MatchOneZeroLight
MatchOneZeroLight := light.0 + 7.0

= sendo que agora podemos representar repeticdo (iteracdo)

Match := strike.MatchOnFire
MatchOnFire := light.MatchOnFire + extinguish.0

= Convencdo: nomes (de sub-expressdes) comecam por uma letra maidscula e a¢des
por mintscula. Também s3o chamadas de constantes ou variaveis.

~ José Proenca (slides mainly from Nelma Moreira) 19/ 34



Seja Act um conjunto de a¢des e Var um conjunto de nomes (variaveis). As
expressdes do CCSy’ sdo
P = 0|X|P+P|aP
onde
» a € Act,
= XcVare

= uma fun¢do parcial de Var — CCSg’, I', que pode ser representada por um
conjunto de equacdes da forma X := P ou representada por pares (X, P)

I ={(X1,P1),....,(Xn, Pn)}

d
onae r(X:) =P; ou apenas Xi = P;, 1<i<n.

A funcdo I representa um ambiente.
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Exemplo

1. X :=a.b.X entdo temos I = {(X, a.b.X)}

~ José Proenca (slides mainly from Nelma Moreira) 21/ 34



Exemplo

1. X :=a.b.X entdo temos I = {(X, a.b.X)}
2. Se

X = abyYy
Y = bZ+ayY
Z = aY

temos [ = {(X,a.b.Y),(Y,b.Z+a.Y),(Z,a.Y)}.

21/ 34



PSP T(X)=P

X% p
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PLP T(X)=P
X2 p

Rec

Exemplo
Determinar [X]r com I = {(X, a.b.X)}, i.e., temos a equacdo X := a.b.X

Prefixo ————5———
a.b.X = b.X MX)=abX Prefixo 5

Rec
X2 b X X = X

 José Proenca (slides mainly from Nelma Moreira) 2 /34



PP T(X)=P

Rec >
X = P

Exemplo
Determinar [X]r com T = {(X, a.b.X)}, i.e., temos a equacdo X := a.b.X

Prefixo ——————
a.b.X = b.X M(X)=abX Prefixo

R b
ec X2 bX bX =X

O segundo estado é etiquetado por b.X

22 /34



Regras do CCS¥

Prefixo o
a.P— P

a pr
EscolhaE%
P+Q—F

@ /
EscolhaD#
P+Q— ¢«
P % P rx)=~r
X5 P

Rec

 José Proenca (slides mainly from Nelma Moreira) 23/ 34



A relacdo — é a menor tal que, para todo a € Act e P, Q € CCSy,

» (a.P,a,P) e—r

» (P+Q,a,P)e—r)se (P,a, P') e—r)
(P+Q,a,Q) e—r) se (Q,a, Q) e—r)

» (X,a,P)e—srsel(X)=Pe(P,a,P)e—r

= nada mais estd em —

 José Proenca (slides mainly from Nelma Moreira) -



A relacdo — é a menor tal que, para todo a € Act e P, Q € CCSy,

» (a.P,a,P) e—r

(P+ Q,a,P") e—r) se (P,a, P") e—r)
(P+Q,a,Q) e—r) se (Q,a, Q) e—r)

» (X,a,P)e—srsel(X)=Pe(P,a,P)e—r

= nada mais estd em —

Regra pratica

. 7 .~ (0% .
Tentar aplicar as regras a um P até encontrar uma nova transicdo P — P’. E repetir
para P’ caso n3o fosse conhecido ele ou o seu comportamento.

 José Proenca (slides mainly from Nelma Moreira) -



Exemplo
Determinar [M]r com I' = {(M, coin.coffee.M)} ou seja

M := coin.coffee. M

~ José Proenca (slides mainly from Nelma Moreira) 25/ 34



Exemplo
Determinar [M]r com I' = {(M, coin.coffee.M)} ou seja

M := coin.coffee.M

Prefixo =
coin.coffee.M =% coffee.M (M) = coin.coffee.M

£ in
M £ coffee. M

José Proenca (slides mainly from Nelma Moreira)
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Exemplo
Determinar [M]r com I = {(M, coin.coffee.M)} ou seja

M := coin.coffee.M

Prefixo e
coin.coffee. M — coffee. M (M) = coin.coffee.M

e coin
M —— coffee.M

Prefixo =
coffee.M 225, M

José Proenca (slides mainly from Nelma Moreira)
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Exemplo
Determinar [M]r com I = {(M, coin.coffee.M)} ou seja

M := coin.coffee.M

Prefixo o~
coin.coffee.M =% coffee.M (M) = coin.coffee.M

M coin, coffee. M

Rec

Prefixo =
coffee. M <225, M

coin
/\
W)
coffee

José Proenca (slides mainly from Nelma Moreira) 25 / 34



Como calcular:

= [XIr el ={(X,X)}
s [XIr el ={(X,X + a.0)}
u |[X0]]r el = {(X,-,a.X,-+1) | i > 1}

~ José Proenca (slides mainly from Nelma Moreira) 27/ 34



Como calcular:

= [XIr el ={(X,X)}
s [XIr el ={(X,X + a.0)}
u |[X0]]r el = {(X,-,a.X,-+1) | i > 1}
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Exercicio
Tenta calcular [X] com I = (X, X + a.X) ©

Se se usar a regra EscolhaE podemos ter arvores de deducido infinitas que ndo levam a
novas transicdes. Assim iremos evitar esse tipo de expressdo (embora sintaticamente

correctas).

José Proenca (slides mainly from Nelma Moreira) 28 / 34



e

= Uma variavel X é guardada na expressdo P se cada ocorréncia de X em P ocorre
numa expressdo a.Q
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e

= Uma variavel X é guardada na expressdo P se cada ocorréncia de X em P ocorre
numa expressdo a.Q

= caso contrario ndo é guardada
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e

= Uma variavel X é guardada na expressdo P se cada ocorréncia de X em P ocorre
numa expressdo a.Q
= caso contrario ndo é guardada

= Uma expressdo é guardada se todas as suas variaveis sdo guardadas
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e

Uma varidvel X é guardada na expressao P se cada ocorréncia de X em P ocorre
numa expressdo a.Q

caso contrario ndo é guardada

Uma expressdo é guardada se todas as suas variaveis sdo guardadas

caso contrario ndo é guardada

Ex. ndo guardadas: X, a.0+ X, 7.X+ VY, aX+Y
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= Uma variavel X é guardada na expressdo P se cada ocorréncia de X em P ocorre
numa expressdo a.Q

= caso contrario ndo é guardada

= Uma expressdo é guardada se todas as suas variaveis sdo guardadas
= caso contrario ndo é guardada

» Ex. ndo guardadas: X, a.0+ X, 7.X+VY,aX+Y

» Ex. guardadas: a.X, a.(X+Y), 7.X+aY, a(X+b.Y)
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= Uma varidvel X é guardada na expressdo P se cada ocorréncia de X em P ocorre

numa expressdo a.Q

= caso contrario ndo é guardada

= Uma expressdo é guardada se todas as suas variaveis sdo guardadas

= caso contrario ndo é guardada

» Ex. ndo guardadas: X, a.0+ X, 7.X+VY,aX+Y

» Ex. guardadas: a.X, a.(X +Y), 7.X+a.Y, a(X+b.Y)

= Se todas as imagens de um ambiente I (i.e. (X)) sdo guardadas dizemos que I’
é guardado.
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= Uma varidvel X é guardada na expressdo P se cada ocorréncia de X em P ocorre

numa expressdo a.Q

= caso contrario ndo é guardada

= Uma expressdo é guardada se todas as suas variaveis sdo guardadas

= caso contrario ndo é guardada

» Ex. ndo guardadas: X, a.0+ X, 7.X+VY,aX+Y

» Ex. guardadas: a.X, a.(X +Y), 7.X+a.Y, a(X+b.Y)

= Se todas as imagens de um ambiente I (i.e. (X)) sdo guardadas dizemos que I’
é guardado.

7

» Se P € CCSy é guardada e os valores de I sdo guardados, é possivel calcular
[P]r pela regra pratica, isto é o processo termina.
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= Uma variavel X é guardada na expressdo P se cada ocorréncia de X em P ocorre

numa expressdo a.Q

= caso contrario ndo é guardada

= Uma expressdo é guardada se todas as suas variaveis sdo guardadas

= caso contrario ndo é guardada

» Ex. ndo guardadas: X, a.0+ X, 7.X+VY,aX+Y

» Ex. guardadas: a.X, a.(X +Y), 7.X+a.Y, a(X+b.Y)

= Se todas as imagens de um ambiente I (i.e. (X)) sdo guardadas dizemos que I’
é guardado.

» Se P € CCSy é guardada e os valores de I sdo guardados, é possivel calcular
[P]r pela regra pratica, isto é o processo termina.
= No pseuco.com sé ha expressdes guardadas
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Exemplo
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Exemplo
Exemplos de 1 — Buffer (de uma posicdo)

Considera as equacdes de ' seguintes.

1. Calcula [Buffer]r.
Buffer = put?.get?.Buffer
2. Calcula [put?.BufferM]r.
BufferM = put?.get?.BufferM + get?.put?.BufferM
3. Calcula [BufferQ]r.

Buffer0 := put?.Bufferl
Bufferl = get?.Buffer2 + get?.BufferQ
Buffer2 := get?.Bufferl
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https://pseuco.com/

https://1lmf.di.uminho.pt/ccs-caos/
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